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Общая характеристика работы 

Актуальность темы исследований. 
Работа посвящена пзучеппю пшеркомплексных многообразий. Рассмот-

рим компактное дифференцируемое многообразие М класса С°°. 

Определение 1.1. Гиперкомплексная структура на М — это тройка ин-

тегрируемых почти-комплексных структур I, J, К, удовлетворяющих со-

отношению 
и = -Л = к. 

При этом М называется гиперкомплексным многообразием. 

Гпперкомплексные многообразия являются кватерннонным аналогом 
комплексных многообразий. Терьн^п "гиперкомплекспое многообразие" при-
надлежит Боеру, см. [4]. Сейчас известно довольно много примеров гипер-
комплексных многообразий. Среди них гинеркэлеровы многообразия, много-
образия Хопфа, левоннвариантные гиперкомплексные структуры на компакт-
ных группах Ли, построенные Джойсом [5], гиперкомилексные структуры на 
некоторых многообразиях Штифеля (см. [6]), гиперкомплексные ннльмного-
образня (см. [7]). 

Одним из первых гиперкомплексные структуры рассматривал Обата, 
см. [8], [9], [10]. В работах Обаты эти структуры появились как результат изу-
чения аффинных связпостей на многообразиях с почти-комплексной струк-
турой. 

Пусть (Л/, / , J, К) - гпперкомплекспое многообразие, V — аффинная 
связность на нем. Напомним, что кручение связности V — это тензор Т € 
Л^М ® ТМ, определяемый формулой Т{Х, У) = ^хУ - - [X, У] для 
любых векторных полей Х,У ^ ТМ. Будем говорить, что связность V со-
храняет гиперкомплексную структуру, если V / = S/J = Ч К = 0. Одним 
из основных результатов, полученных в работе Обаты [8], было следующее 
утверждение. 

Теорема 1.2 (Обата). На гиперкомплексном многообразии (М, / , J, К) суще-

ствует единственная связность V, сохраняющая гиперкомплексную струк-

туру и имеющая нулевое кручение. 
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Эта связность называется связностью Обаты. 
Напомним определение группы голономии аффинной связности V на 

многообразии М. Зафиксируем точку х £ М п рассмотрим замкнутую петлю 
7 : [0,1] —> М, 7(0) = 7(1) = X. Параллельный перенос вдоль 7 определяет 
линейный оператор д^ £ СЫТ^М). Группа, порожденная всеми такими опе-
раторами называется группой голономии связности V, будем обозначать ее 
Но1(У). Эта группа определена однозначно с точностью до сопряжения как 
подгруппа в С?1/(?г,М), где п — размерность многообразия. Компонента связ-
ности единицы, обозначаемая Но1°(У), является подгруппой Ли в СЬ{п,Ж). 
Будем обозначать ее алгебру Ли через ()о((У). Будем говорить, что голономия 
является неприводимой, если ее тавтологическое представление, задаваемое 
вложением в ОЬ{п, М), непрнводимо. Подробнее о свойствах групп голономии 
см. [11], глава 10. 

Если V — связность Обаты на гиперкомплекспом многообразии, то 
Но1(У) С СЬ{п,Ш), так как V сохраняет гиперкомплексную структуру. Связ-
ность Обаты является незаменимы.м инструментом для исследования гипер-
комнлексных многообразий. Однако, даже в простейших примерах инвари-
анты связности Обаты, такие как ее группа голономии, до сих пор не вы-
числены. Если ( М , J , К") допускает гиперкэлерову метрику, то связность 
Обаты совпадает со связностью Леви-Чивита гиперкэлеровой метрики, и ее 
голономия является подгруппой в Зр{п). Верно и обратное: если на многооб-
разии есть связность без кручения с голономией, содержащейся в Зр{п), то 
это связность Леви-Чивита для некоторой гиперкэлеровой метрики. 

Вопрос о том, какие группы могут встречаться в качестве групп голо-
номии аффинных сБязностей без крученпя является одним из важнейших 
в дифференциальной геометрии. При классификации групп голономии есте-
ственно ограничиться случаем, когда представление голономии неприводи-
мо. Для специального класса многообразий — симметрических пространств 
— ответ на этот вопрос был получен Эли Картаном, см. [11], раздел 10.С. 
Для многообразий, не являющихся симметрическими пространствами, суще-
ственное продвижение в вопросе классификации было сделано Берже в [12]. 
Работа Берже полностью завершила классификацию групп голономии метри-
ческих связностей на римановых многообразиях. Для случая неметрических 
голопомий многообразий, не являющихся симметрическими иростраиствами. 



классификация была завершена в 1999-м году, в работах Меркулова и Шва-
хофера [13], [14]. 

Таким образом, сейчас известен полный список групп, которые могут 
быть неприводимыми группами голономин связностей без кручения, не явля-
ющихся симметрическими. Помимо самой группы GL{n,M) в списке непри-
водимых голономий встречаются некоторые ее подгруппы, а именно Sp{n) и 
5Ь(п,Ш[). Для каждой из этих подгрупп известны примеры компактных мно-
гообразий со связностями, голономин которых содержатся в этих подгруппах. 
Для Sp{n) это гинсркэлеровы многообразия, а для SL{n,M) это, например, 
нильмпогообразия, см. [7]. Одним нз результатов, доказанных в данной рабо-
те является теорема о том, что на группе SU{3) с гнперкомплекспой струк-
турой, построенной Джойсом в [5], голопомия связности Обаты совпадает с 
GL{2,m). 

Рассмотрим более подробно многообразия с голономией, содержащейся 
в 5L(n,]H[). Напомним определение этой группы. Пусть {V,I,J,K) — ква-
терннопное векторное пространство вещественной размерности 4гг. Группа 
СЬ{п,Ш) состоит из лппейных преобразований пространства V, которые ком-
мутируют с I, J и к. Расс.мотрим разложение Ходжа У ®r С = ф Vj'^, 
где V}̂ '" и V '̂̂  — собственные подпространства оператора / , соответствую-
щие собственным значениям л / ^ и — л / ^ . Пусть Af''°V = Тогда 
5L(n, Н) — это подгруппа, состоящая из тех элементов GL(n, Н), которые 
действуют тождественно на AJ"'"!^. 

Определение 1.3. Если группа голономии Hol(V) связности Обаты на ги-

перкомплексном многообразии М содержится в SL{n,W), то будем гово-

рить, что М является SL{n,Ii)-многообразием. 

Для любого 5Ь(тг,]Н1)-многообразия связность Обаты, нндущфованная 
на каноническом расслоении К{М,1) = Л^"'°(M,/), сохраняет ненулевое се-
чение. Из этого следует, что К{М, I) является тривиальным как голоморфное 
расслоение (см. [15]). В присутствии НКТ-метрики верно и обратное: любое 
компактное гнперкомплекспое многообразие с тривиальным каноническим 
расслоением К{М,1) н с НКТ-метрикоп удовлетворяет условию Hol(V) С 
ЗЬ{п,Ш). Это утверждение доказано в [15] с использованием теории Ходжа 
для НКТ-многообразий, построенной в [16[. В последней работе показано. 



как для SL{n, ]Н[)-многообразия с НКТ-метрикой построить аналог ходжева 
разложения для когомологий структурного пучка Н'{Ощ,1))- Отметим, что 
во всех известных на сегодняшний день примергих у 51/(гг,Ш1)-м1югообразий 
группа голономии является собственной подгруппой в SL{n,M). 

Далее, мы напомним определение НКТ-метрикп. Пусть (М, I, J, К) — 
гиперкомплекспое многообразие и 5 — кватернионно-эрмитова метрика на 
нем. Рассмотрим эрмитовы формы: 

uJi{X, Y) = д{1Х, Y), ojj{X, Y) = g{JX, У), ик{Х, Y) = д{КХ, Y). 

Если любые две из этих форм замкнуты, то многообразие гннеркэлерово. 
Обозначим Qj = u j j + Легко проверить, что G А /̂'̂ М. 

Определение 1.4. Метрика д называется НКТ-метрикой (hyperkahler with 

torsion, гиперкэлерова с кручением), если = 0. В этом случае форма 

называется НКТ-формой, а (М, I, J, К, д) — НКТ-многообразием. 

НКТ-метрикп были введены Хове и Пападопулосом в [17] (см. также 
[18]) и активно изучались после этого. Существование НКТ-метрики накла-
дывает существенные ограничения на глобальную геометрию гиперкомплекс-
ного многообразия ([19], [7]). 

После работы [18] стало ясно, как важны НКТ-метрики при изучении 
гиперкомплексных многообразий. В этой работе была показана связь между 
НКТ-.метрпками и связностями с кососимметрическим кручением. 

НКТ-метрики имеют много общего с кэлеровыми мeтpикa^п^ — они ло-
кально задаются потенщ1алом (см. [20]) и могут быть использованы для по-
лучения некоторых ограничений на когомологии многообразия. 

В работе [16] Вербицкий развил теорию Ходжа для многообразий с НКТ-
метрикой, которая оказалась весьма полезной для исследования гиперком-
плексных многообразий. В данной работе мы используем теорию Ходжа для 
НКТ-мпогообразий при исследовании подмногообразий в гнперкомплексиых 
5Ь(п,]Н[)-многообразиях, а также для изучения голоморфных лагранжевых 
расслоений на гиперкомплексных многообразиях. 



Цели диссертационной работы: 

• Изучить связность Обаты для левоннвариантной гпперкомплексной 
структуры на группе Ли 8и{3). Найти группу голономии этой связ-
ности. 

• Исследовать подмногообразия гиперкомплексного 8Ь{п, Ш1)-многообра-
зия. Доказать, что общее многообразие в твисторном семействе не яв-
ляется алгебраическим. 

• Построить примеры многообразий, не допускающих НКТ-метрики. 
Изучить голоморфные лагранжевы расслоения на гиперкомплексных 
8Ь{п, ]Н1)-многообразиях. 

Результаты: 

• Получено явное выражение для связности Обаты на гиперкомплексном 
многообразии. Доказано, что голономия связности Обаты на группе 
Зи(3) с левоннварпантной гнперкомплексной структурой неприводима. 
Учитывая это, доказано, что группа голономии на этом многообразии 
равна СЬ{2,Ш). 

• Рассмотрены гинеркомплексные 5Ь(п, Ш1)-многообразия с НКТ-метрн-
кой. Доказано, что для общей комплексной структуры в твисторном 
семействе соответствующее комплексное многообразие не имеет диви-
зоров, а все подмногообразия коразмерности два являются трианалн-
тическими. Из этого, в частности следует, что общее многообразие в 
твисторном семействе не является алгебраическим, а пространство тви-
сторов не допускает кэлеровой метрики. Кроме того, без предположения 
о существовании НКТ-метрики, доказано, что для общей комплексной 
структуры в твисторно.м семействе соответствующее комплексное мно-
гообразие не нмеет голоморфных лагранжевых подмногообразий. 

• Рассмотрены голоморфные лагранжевы расслоения на гиперкомплекс-
ных многообразиях. Доказано, что если тотальное пространство такого 
расслоения допускает НКТ-метрику, то база расслоения является кэле-
ровым многообразием. С использованием этого результата построены 



примеры гиперкомплексных многообразий, не допускающих НКТ-мет-
рик. 

Теоретическая и практическая значимость. Полученные в диссер-
тации результаты имеют теоретическое значение. Они могут найти примене-
ние в теории групп Ли, комплексной алгебраической геометрии и дифферен-
циальной геометрии. 

Апробация работы. Работа была поддержана грантом ag. 
11.G34.31.0023 лаборатории алгебраической геометрии и ее приложений 
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• На семинаре отдела алгебры МИАН им. В.А.Стеклова РАН, Москва, 6 
марта 2012 г. 

• На международной конференции "Hyperkahler manifolds", Banach Center 
IMPAN, Варшава, апрель 2012 г. 

• На семинаре по многомерному комплексному анализу (семинаре Витуш-
кина), МИАН им. В.А.Стеклова РАН, Москва, 26 сентября 2012 г. 

• На семинаре кафедры высшей геометрии и топологии (семинаре Пост-
никова), мех-мат МГУ им. М.В.Ломоносова, Москва, И марта 2014 г. 

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в двух печатных 
работах [1, 2] в рецензируемых журналах, работа [3] принята к печати в ре-
цензируемом журнале и опубликована в электронном виде. 
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ния, четырех глав и библиографии. Общий объем диссертации 74 страницы. 
Библиография включает 66 наименований па 7 страницах. 



Содержание работы 

Первая глава носит подготовительный характер. В ней приведены 
необходимые для дальнейшего сведения о гиперкомплексных структурах, 
связности Обаты, группах голопомии и теории калибраций. 

Во второй главе мы изучаем левоинвариантную гиперкомплекспую 
структуру на группе Ли 317(3), построенную Джойсом в работе [5]. В част-
ности, мы изучаем голономню связности Обаты на этом многообразии. Ги-
перкомплексные структуры, построенные Джойсом дают пример гиперком-
плекспых многообразий с нетривиальным каноническим расслоением. Сле-
довательно, голономня связности Обаты на таких многообразиях не явля-
ется подгруппой в 5^(п,]Н1). Мы покажем, что голономня связности Обаты 
па Зи(3) является неприводимой. Используя классификацию неприводимых 
групп голономии, полученную Меркуловым и Швахофером в [13] н [14], мы 
докажем следующую теорему: 

Теорема 1,5. Группа голономии связности Обаты на 317(3) с левоинвари-

антной гиперкомплексной структурой совпадает с ОЬ(2,Ш). 

Это дает первый известный пример компактного гинеркомнлексного 
многообразия с такой группой голономии. Результаты, представленные в этой 
главе, опубликованы в работе [1]. 

В третьей главе мы изучаем некоторые свойства твисторных семейств 
для гиперкомилексных ЗЬ(п, Н)-многообразий с НКТ-метрикой. Базой тако-
го семейства является комплексная прямая СР^. Мы доказываем, что суще-
ствуют ограннчення на возможные комплексные подмногообразия в многооб-
разии, являющимся общим элементом этого семейства. Под общим элементом 
семейства мы будем понимать элемент, лежащий в дополнении к некоторому 
счетному множеству. Основная теорема этой главы состоит в следующем: 

Теорема 1.6. Пусть (М,1,3,К) является 3Ь(п,'И.)-многообразием, допус-

кающим НКТ-метрику. Тогда существует такое счетное подмножество 

3 С СР^, что для любой индуцированной комплексной структуры Ь 6 

С Р ^ \ 3 в комплексном многообразии (М, Ь) нет компактных дивизоров, а 



все компактные комплексные подмногообразия Z С (М, L) коразмерности 

два являются трианалитическими. 

В частности, в этой главе показано, что общее многообразие в твистор-
ном семействе не содержит дивизоров, и следовательно не является алгебра-
ическим. Это можно рассматривать как частичное обобщение аналогичных 
результатов для гиперкэлеровых многообразий (см. [21]) и для плоских ги-
перкомплексных многообразий (см. [22]). Кроме того, мы доказываем анало-
гичное утверждение для лагранжевых подмногообразий, без предположения 
о существовании НКТ-метрики: 

Теорема 1.7. Пусть {M,I,J,K) является ЗЬ{п,Ш)-многообразием. Тогда 

существует такое счетное подмножество S С СР^, что для любой ин-

дуцированной комплексной структуры L е СР^\5, многообразие {М, L) не 

содержит компактных голоморфных лагранокевых подмногообразий. 

Результаты этой главы опубликованы в работе [2]. 
В четвертой главе мы используем НКТ-метрнку для получения неко-

торой информации о гиперкомплексном многообразии. А именно, мы постро-
им кэлерову метрику на базе голоморфного лагранжева расслоения, тоталь-
ное пространство которого является НКТ-многообразием. Отметим, что са-
мо понятие "голоморфное лагранжево расслоение" определяется не вполне 
очевидным образом, так как НКТ-многообразие не обязательно является го-
ломорфно-снмплектическим. Это понятие было определено в работе [23] с 
использованием теории калибраций и при выполнении некоторых ограниче-
ний на голопомию связности Обаты. Такие расслоения часто встречаются в 
примерах (см. [23]). Основной результат этой главы состоит в следующем: 

Теорема 1.8. Пусть M — компактное SЬ{п,Ш)-многообразие, и 

ф: (М,1) X — гладкое голоморфное лагранжево расслоение. Предпо-

ложим, что на M существует НКТ-метрика. Тогда база X кэлерова. 

Доказанное в этой главе свойство лагранжевых расслоений можно ис-
пользовать для построения примеров многообразий, не допускающих НКТ-
метрнк. Такие примеры построены в конце этой главы. Результаты этой гла-
вы опубликованы в работе [3]. 
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