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ОБЩАЯ  ХАРАКТЕРИСТИКА  РАБОТЫ 

Актуальность темы.  Неограниченно расширяющийся  круг при­

ложений теории функционально­дифференциальных  уравнений  (ФДУ) к 

самым разнообразным разделам науки и техники стимулировал ее бурное 

развитие. ФДУ хфивлекали к себе внимание огромного числа исследова­

телей, интересующих как самими ФДУ, так и ее приложениями. 

Разработка теории таких уравнений начата во второй половине 20 

века  под  влиянием  запросов  техники  и  естествознании.  Многообразия 

прикладных задач, поставленных  с учетом  запаздывания, возрастает из 

года в год. Такие задачи возникают в небесной механике, физике, биоло­

гии, экологии, в ряде экономических проблем и в других науках. Особен­

но это теория нашла свое применение в современной технике, где имеют­

ся колебательные процессы в системах последействием и в системах с за­

паздывающими связями, в теории автоколебательных систем. 

Основы ФДУ были заложены в середине 20 века в работах Э. Хилле 

и Р. Филлипса, К. Иосиды, Т. Като. Этим вопросам посвящены целый ряд 

монографий отечественных и зарубежных математиков таких, как Э. Пи­

нии, Р. Беллман,  К. Кук, Дж. Хейл, А.Д. Мышкис  и дфугие. Системати­

ческим  изучением  уравнений  с отклонением  аргумента  в нашей стране 

начал заниматься после 40­х годов А.Д. Мьппкис, а с 50­х годов А.Э. Эль­

тольц,  Н.Н.  Красовский,  СБ.  Норкин  и  др.. Ими  изучались  скалярные 

уравнения. Исследованию  абстрактных дифференциальных  уравнений  в 

банаховом хфостранстве посвящены работы Ю.Л. Далецкого, М.Г. Крей­

на, С.Г. Крейна. Позже исследование в этом направлении продолжили та­

кие математики,  как Азбелев Н.В., Г.А. Каменский, В.Б. Колмановский, 

В.Г. Курбатов и т.д. 

Вопросы асимптотического поведения решений в случае оператор­

ного уравнения первого порядка рассмотрены в работах  Ш. Агмона и  Л. 

Ниренберга, А. Пази, В.А. Кондратьева, М.А. Евграфова. 

Вопросы устойчивости абстрактных дифференциальных  уравнений 

в банаховом пространстве изучены в работах Далецкого Ю.Л., М.Г. Крей­

на  и С.Г. Крейна. В последние годы вопросами разрешимости и изучени­
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ем  свойств  решений  функционально­дифференциальных  уравнений 

(ФДУ) в гильбертовых пространствах занимался В.В. Власов. 

Операторно­дифференциальные  уравнения  1 и  2­го  порядков  с  от­

клоняющимся  аргументом с неограниченными  операторными  коэффици­

ентами  в  гильбертовом  пространстве  в  пространствах  с  экспоненциаль­

ным  весом изучены Р.Г. Алиевым, Л.М. Алиевой. 

В  настоящей  диссертации  рассматриваются  вопросы  асимптотиче­

ских  разложений  решений  абстрактных  ФДУ  «­го  порядка  с  неограни­

ченными  операторными  коэффициентами,  а  также  исследуются  вопросы 

ограниченности и устойчивости решений этих уравнений. 

Целью работы  является: 

1) получение асимптотического разложения решений уравнений  п ­

го  порядка  с  переменными  неограниченными  операторным  коэффициен­

тами и отклонениями аргумента  из некоторых классов через решения со­

огветствующего однородного  стационарного  уравнения; 

2) получение  условий ограниченности  и устойчивости решений ста­

ционарньк  уравнений  и  уравнений  с  переменными  операторными  коэф­

фициентами и отклонениями аргумента; 

3)  исследование  аналогичных  вопросов  для уравнений  с  линейным 

отклонением аргумента. 

Методика  исследования: В настоящей работе применялись: методы 

функционального  анализа,  теории  функций  комплексной  переменной, 

теории устойчивости, теории линейных операторов, метод преобразование 

Фурье. 

Научная  новизна; 

­  получены  асимптотические  разложения решений  исследуемых  урав­

нений; 

­  получены  условия  на  резольвентный  оператор,  запаздывания  аргу­

мента,  коэффициенты  и на  правую  часть  уравнения,  при  которых  реше­

ния исследуемых уравнений является ограниченными и устойчивыми. 

Теоретическая  и практическая  ценность. Полученные  в диссерта­

ции результаты  дополняют теорию  ФДУ высших  порядков  и могут  быть 
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примененными  в тех областях, в которых возникают уравнение высших 

порядков. Особенно широкое применение они найдут в теории уравнении 

в частных производных 

Апробация работы.  Результаты данной диссертации доложены на 

3­й  Северо­Кавказской  региональной  конференции  «Функционально­

дифференциальные уравнения и их приложения», Махачкала,  1991 г., на 

научно­практических  конференциях  профессорско­преподавательского 

состава ДГУ (Махачкала,  1991­2003 г.), на научно­исследовательских се­

минарах профессора Алиева Р.Г. (кафедра математического аналгоа ДГУ, 

Махачкала),  семинаре  Зимней  математической  Воронежской  школы 

(1993 г). 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 6 

работах, список которых приведен в конце автореферата. 

Объем и структура  работы. Диссертация  изложена на 82 страни­

цах, состоит из введения, двух глав и списка литературы, включающего 57 

наименований. 

СОДЕРЖАНИЕ  ДИССЕРТАЦИИ 

Приведем необходимые обозначения, используемые в диссертации 

Л'.У­гильбертовы пространства,  АГсУ, Ц­Цд­̂ Щ,,, 

Z{X,Y),  Zj (Z, У), Z„ (X, У)  ­  множества  линейных  ограниченных, 

(замкнутых), вполне непрерывньпс  операторов из X  в 7 соответственно, 

L (̂(Го,оо),Г) ­пополнение множества сильно непрерывных функций с 

компактными носителями и со значениями  в У по норме 

'о 

X"f­пополнение  множества  функций  м(0, «(0 = 0, (Sfg,  с  ком­

пактными носителями вместе с производными до (и ­1) ­го порядка  и со 



значениями в  X,  имеющих  сильно непрерывную  п ­ ю производную в  Y 

по норме 

^ « '  • ' л ­ 1  2  1,  ,  .  112^ ^ ^ 

V­00  *=0 
i«(0||=  /ехр(2аг)  2: k* 'WL  +  "'"'WL  г  '«­^o»steR, 

Y°f ­ пополнение  множества  сильно  непрерывных  функций 

u(t), tt(f) = 0,  f5<o.  ''  компактными  носителями  и  со  значениями  в  Fno 

норме 

Уг 
1|2 (|«(0|| = Иехр(2«г)1|и(0|ил|  . 

й/­множество  абсолютно  непрерывных  ъ  JcR  скалярных  функ­

ций  h(t), причем в точках  существования  производной  h'{t)<r<\,  tsJ, 

5,1/(0  s " ( f ­ г ) , 

ХА(^)  ­ характеристическая  функция  оператора  У4, определяемая не­

равенством  |^M||J, <г||м||^+;{'^(e)||«||j,  по  заданному  Ј>0  и  для  любого 

ивХаУ,  имеющим место для оператора  AsZg(К,F)п  Z  (Х,У), 

п­1  т  1  L  1  < i* 

ipo ­ А" ­YZIA,  + A,m,,.,,,,D^,  ^'  = 7 ^ ' 

f>ko(0^ho=^'  k =  0,1,­,п­1, 

^P ­  A" ­  S  E  A^\Dl  h^(t) ^ h,o  = 0, 

k^Oj=Q 

n­\  m 

^0 ­ / ) , " ­  Z  I Л ^  (t)S,^,^Df,  h^  it) ̂  A,o (/) = 0. 

коэффициенты  A^, A^ (t) e Z^ {Y, Y) n  Z{X, Y),  h^ + Â  (0 > 0, 

h^  it) e Ш,  j  = 0,1,..., m,k  = 0,1,...и ­ 1 , t > tp. 

Для любых  фиксированных  / е Л  и Я е С ­ плоскость  комплексного 

переменного определим операторы 

Rpoi'^,t)^{rE­'f^±[A^+A^,{tW'cxp{­iX{h^  +h^{ty)Y:Y^X, 



R^(A) = R^,iA,t)  при  ^ ^ ( 0 ^ 0 ,  hi^(t)^0,  j  = 0,l,...,m,k =  OX­,n­l, 

R^{X,t)^Rp^{X,t)  при  A^{t)^Q,  hig^O,  у = 0,1,...,тД = 0Д,..,«­1, 

называемые  резольвентами  для  операторов  i^Q,Zp,Lj  соответствен­

но. 
Под решением  уравнения  L^QU^T) = /(t)  понимается  функция  м(0  из 

X,  имеющая  сильные непрерывные  производные  до (и­1)­го порядка в  X, 

п­ю производную при почти всех  г в  У и удовлетворяющая уравнению. 

Первая  глава диссертации,  состоящая из трех параграфов, посвяще­

на  асимптотическим  разложениям  решений  уравнений  Lp(,u(t) = f(t)  и 

L^u(t) = О, а также  уравнений с линейным отклонением  аргумента. 

В первом параграфе доказаны две вспомогательные леммы. 

Во  втором  параграфе  получены  асимптотические  разложения  реше­

ний уравнения 

ipo«{0 = / W  (1) 

в пространствах с экспоненциальным весом. Доказана следующая 

Теорема 1.2.1.  Пусть выполнены условия: 

a)A^eZ^(,Y,Y),  t = 0,l,...,n­l,  / = 0,l,.,.,m,  A^GZ^(.X,Y), 

*: = 0Д,...,и­1,  у = 1,...,/я, |^(0|yScexp(­aO,  t>t„, 

к = OX—,1­1,  у = 0,1,..., от, a = const>0; 

b)  Rp (Я)  ­  мероморфна,  JA"'^ R^ (Д)|  = 0(1),|Л| ­^  oo, О i  ImЯ <  a, 

на прямой  1тД  = <? = а ­ г > 0 ,  e > 0 ,  нет полюсов R^  (Я); 

в)  \h^ (r)| S с exp(­fl/),  t>ta+\,  h^ (0 €  Я<» , 

sup  \exp{r2as)x\  (ехр(­ау))|Л;̂  {sjfis 
l+hb 

<Q0, 

Ф^{1)ш1­к^­Н^{1),к  = 0,\,...,п­1,  у = 0,1,...,ж, k + J^O; 



г)теУ^;^; 

д)  и(/)­решение уравнения (1), u^''\t)eL^(Rl  ,Х), 

Г=  niin  it,  inf(Pi^{t)\, Г, =  min \to,t„+h^j,  inf  V'^iol 

OsiS/i­l  05/tSn­r  ­̂  

Тогда  для  любого  Ј­>0  имеется  конечное  число  решений  вида 

u^(t) = exp(U^t)P^(t),  v = l,2,...,q,  уравнение  LpU(t)=0,  где  Д̂ . ­полюс 

резольвенты  Л ,̂(Д)  в полосе  0<1тДу  < J ,  /'^(О­ многочлен с коэффици­

ентами из X,  степень которого на единицу меньше кратности полюса Л^, 

что имеет место неравенство 

J ехр(2(а ­  е)Аи  (*> (/) ­ J  «<*' (/)  dt < 
'о  II  " = • 

«­''?  ||2 

iljr 
<с  jexp(2al)\\f(t)\\l dt + Е J|K*40L ^t Ь 

to  ^=% 

где постоянная  с не зависит от решения  u(t)  и его производных  u^'^Ht), 

к =  \,2,..п­\. 

В третьем параграфе рассмотрено уравнение с линейным отклоне­

нием аргумента вида 

Lu{t) 3 А"«(0 ­  Z  Ј  ^*, Q)u{a,jt) = /(О,  (2) 

t=Oy­0 

где  ^„(0 = A^f, = co/wf,  Ojo = \,к  = 1,2,,.  ,л­1,  О < Oj, < 1,У = 1,2,., ,от 

К « и ( 0 | | ,  *: ехр{­ дгЩОЦ ,̂ а > о, ^ = 0,1, ,.,л­1,  у = 0,1,2, .„w 

Наряду с уравнением (2) рассматривается и уравнение 
л­1 

L,M(r) s D"u(t) ~ J ] Ai^oD^u(t) = О, a также резольвента 

n­ l 

Л|(Д)s (Л'с­2^4„д')­'  для оператора  i j . 
i­O 

Справедлива следующая 



Теорема  1.3.1. Пусть выполнены условия: 

a)\'iig (Olk ^ с бхр]  —  4 '  *̂  = ^>^'­'" "•  '̂  •/' = "^'l'­'«.  « = Cfww? > 0; 

Я"''КЩ  =0(1),  0<1тЯ<а; б)Я(Л)­  мероморфнаи 

в)/(0ег5"; 
г) Dl^u{t) 6 Ẑ  ((О,сзо),Х),  А: = 0,1,...,и ­ 1 ,  где  u(t) решение уравнения (2) 

Тогда для любого  е>0  существует конечное число решений вида 

и^ {t) = е''^р^(t),  v=l,...,q  уравнения  Z.,u(0 = О,  где  Л^­ полюс резольвенты 

Л, (Я) в полосе  0<1тЛ<а­е,  р ̂  (О ­ многочлен с коэффициентами из  X, 

степень которого на единицу меньше кратности полюса  Я^, что имеет ме­

сто 

|p"­"p*>«­i«f4/)W^,  <c|pii/wi;^^+f I  K«(o||>j, 
л = 0,1,..., и ­ 1 , 

где  постоянная  с  не  зависит  от  решения  u{i)  и  его  производных 

«'«.....«^""'ЧО. 
Во второй главе, состоящей из трех параграфов, получены условия 

ограниченности  и  устойчивости  решений  стационарных  уравнений  и 

уравнений с переменными коэффициентами  и отклонениями аргумента. 

Рассматривается уравнение 

io«(0 = /{0,  (3) 

где  Аи(0 = 0,  Д: = 0,1,...,я­1,  А^(г)>0,^><о,  h^{t)eHR'^,  A^{t):X^Y 

­длялюбого  фиксированного  /еЛ,  к = 0,\,...,п­\,  j  = \,2,...,m, 

|)^^(0«(0||^^C|)«(0||j,  дня любого  u{t)eX  А = 0,1,...,и­1,  у =0,1,2,...,/и. 

.4 



Предполагаегся  существование  \тА^,(()  = А^,  lim А̂^ (<) = Aj.,  при­

чем  4i^:X^Y  ­  вполне  непрерывны  и  операторы,  А = 0,1,...,и­1, 

у = 0,1,2,..., т. 

Рассматривается основная начальная задача для уравнения (3), 

u''\l) = g,(t),k  = 0,l,...,n­l,t^t„  (4) 

Решение задачи (3), (4) обозначим через  «g(,)(0. где 

g:(0 = (goW,gi(0.­,g„­i(0)­

Под начальной задачей для уравнения  п­го порядка принимается 

задача, нахождения решения  (рассматривающего) для  г х ^  ­  оо, удовле­

творяющего условиям 

u^^4t)­g,it),tit„u<'Hto+0)  = g,(.t),k  =  0,l,...,n­l, 

git)­вектор  функции  g(0 = (go(0,  gi(0.­,g„­iW). 

Решение  Ug^,•^ (t)  задачи (3), (4) называется устойчивым по Ляпунову 

если для любого  е>го существует  <y(f(,,Ј•)  такое,  что  из неравенства 

ЩО ­  siOlx  ­  ^(fo>^)>*­ 'о> где  i(t)  ­ любая другая начальная функция из 

X.  следует неравенство 

|мд,) ­  Ug (/)|]  < Е, при ?>/(,, которое понимается как п  неравенств 

\\f^At)'gk{t)lx^Hto,e).t<h, 

HwW­4(oHL ­^' ^ = W.­.«­i. t^to-

Если кроме того  lim||tt;(,) (<) ­  Ug^,^, (/)|[  = О, то решение  и^^,^ (О назы­

вается асимптотически устойчевым. 

Наряду с уравнением (3) будем рассматривать «предельное» урав­

нение 

L^u(t) = f(t).  (5) 

Доказательства  основных  теорем  второй  главы  опираются  на  ре­

зультаты  вспомогательных  лемм,  доказательство  которых  приведено  в 

первом параграфе. 
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Во  втором  параграфе  получены  условия,  при  которых  решения 

уравнения (5) ограниченны и устойчивы.  Справедлива следующая 

Теорема 2.2.1. Пусть выполнены условия: 

а)  Л̂ , (Л) регулярна в нижней полуплоскости  1тЛ<0, 

ЦЯ^К^(Л)\\ ^ = 0(1), ЦЯ'­Л (̂Л)1  = 0(1),  \Л\ ^  00, 1тЯ <0, к = 0,1,..., п ­1, 

sup ([­^(^'i?  (Я))||  <ао,  гфичем  л  (А)  может иметь конечное число по­
ImA=o||rf/l  Ijr 

люсовна  ImA = 0; 

б)  (l +  \t\')f(t)eLHR,Y),s>^. 

Тогда  каждое решение уравнения (4) ограничено  и устойчиво по Ляпуно­

ву. 

В  третьем  параграфе  второй  главы при дополнительных  требова­

ниях  на отклонения аргумента, на коэффициенты уравнения доказывается 

теорема  об  ограниченности  и устойчивости решений  уравнений  (3) с за­

паздывающим  аргументам  с  переменными  операторньши  коэффициента­

ми и отклонениями аргумента. 

Теорема 2.3.1.  Пусть выполнены условия 

a)A^eZ,(Y,Y),k  = 0,l,...,n­l,  y = 0,l,...,m,  A^eZ^XJ), 

А; = 0,1,..., и­1,  j = \,2,..­,m, 

\ А ^  (О ­  А^ 1̂ \t ­  h^ (/)| < Со (1 + Щ­"  ,a>Q,t>t^>­^, 

к = 0,1,..., и ­ 1 ,  7 = 0,1,..., /я; 

б)  резольвенты  Лр(Д),  Л5(Я,/)  регулярны в полуплоскости  1тЯ<0, 

||Я*Ло(Я)||̂  =0(1),  ||Д"Л^(Я)||̂  =С?(1), ||>1*ЛоЯ'4  =0{\),  к = 0,\,...,п~\ 

||я"Ло(Я,/)||  == 0(1),  |Я|­>00,  ГтЯ<О,  Г ><„,  R^(Я) может иметь конечное 

число простых полюсов на  1тЯ = О, 

Ло(ЛО  ,||Я*Ло(Я,0^,А: = 0,1,...,я­1,  ||яКо(Я,0 

равномерноофаниченыпо  1>1^, ImЯ<О,  sup 1 
lmA=o| АЛ а"лля)| 

i i 



<оо. 

e)(l  + \t\'\\f(t%€L,(t„co),  s>^; 

vi'O) 
г)  sup  JT^XA,ir­^''*^h^it)­h^\dr 

'>'o  ith^ 

a > 0 ,  (p^{t)^t­\(t),  A = 0,l,...,«­l,y = l,.,.,m. 

Тогда каждое уравнения (3) ограничено и устойчиво по Ляпунову. 

В  третьем  параграфе  приведены  примеры  обыкновенньпс  диффе­

ренциальных  уравнений,  уравнений  в  частных  производных,  иллюстри­

рующих  абстрактную теорию, изложенная в предыдущих главах. 

Перечень публикаций автора по теме диссертации. 

1.  Айгубов  С.З.  Об  устойчивости  решений  функционально­

дифференциального  уравнения  в  гильбертовом  пространстве.  Функцио­

нально­дифференциальное  уравнение  и  их  приложения.  ­Тез.  докладов 

Третьей  Северо­Кавказской  региональной  конференции  «Функионально­

дифференциальные уравнения и их приложения»,. Махачкала  1991,  с.4. 

2.  Айгубов  С.З  Теорема  об  ограниченности  и устойчивости  ре­

шений  функционально­дифференциального  уравнения  в  гильбертовом 

пространстве. Теория функций. Дифференциальные уравнения в  мат. мо­

делировании.  ­Тез. докладов  школы г. Воронеж,  25 января  ­  3  февраля 

1993, с. 7. 

3.  Айгубов С.З.  Уравнения с линейным отклонениям аргумента  в 

гильбертовом пространстве. Сборник  докладов молодых ученых  и аспи­

рантов, Махачкала, 1993. 

4.  Айгубов  С.З.  Об  ограниченном  разложении  функционально­

дифференциального  уравнения  и­го порядка в гильбертовом  пространст­

ве.  Функционально­дифференциальные  уравнения  и  их  приложения. 

Межвузовский  научно  ­  тематический  сборник.  Выпуск  4.  Махачкала  , 

2002,  с. 99­102. 

12 



5.  Алиев  Р.Г. Айгубов  С.З.  Об асимптотическом  разложении ре­

шений функционально­дифференциального  уравнения  и их производных 

в гильбертовом  пространстве. ВНТИЦ, №73200000063, 11июля 2002 , 

6.  Айгубов  С.З.  Теорема  об  асимптотическом  разложении  реше­

ний дифферешдаальных  уравнений  с линейным  отклонением  аргумента в 

гильбертовом  пространстве.  Функционально­дифференциальные  уравне­

ния  и их  приложения.  Материалы  первой Международной  научной кон­

ференции. Махачкала, 2003, с. 11­12. 

Ш 

д 

% 
13 



Формат 60x84  1/16  Печать ризографная  Бумагами!  Гарнитура Тайме 
Ус п.л  ­  1 изд п л  ­  1 Заказ №  153­ 04  Тираж  ­  100 экз. 

Отпечатано  в  ООО  «Деловой  Мир» 
Махачкала,  ул  Коркмасова,  35 



­«и>»^' 

f i r 



РНБ Русский фонд 

2006­4 
918 

t.  3  ­• I  \г 

0  5АПР 


