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А.Н.Тихонова.  Осуществлена  численная  реализация  предложенного  
метода   ГИУ  д ля  решения  плоских   задач  анизотропной  теории 
упругости, электроупругости, составных анизотропных тел. 

3.  В  рамках   создания  конечноэлементного   комплекса   AC ELAN 
разработаны  алгоритмы  построения  конечноэлементных  объектов  и 
осуществлена  их   программная  реализация  д ля  решения  задач 
статического,  гармонического,  модального   и  нестационарного  
анализа  для составных упругих, электроупругих  и акустических  тел. 
Провед ены  расчеты  ряда   задач  в  ACELAN,  результаты  которых 
сравнены  с  расчетами  в  ANSYS,  методом  ГИУ,  аналитическими 
решениями.  Разработаны  конечные  элементы  д ля  электроупругих  
пластин.  Разработаны  и  программно  реализованы  алгоритмы 
кластерных  вычислений  решения  задач  гармонического   анализа   в 
ACELAN. 

4 .  Разработаны  метод ы  решения  обратных  граничных  задач 
анизотропной  теории  упругости  по   восстановлению  смещений  и 
нагрузок  на  части  границы тела   на   основе  метода   ГИУ  1­го   рода   и 
конечноэлементного  подхода. 

5.  На  основе  ГИУ  и МКЭ,  принципа  взаимности разработаны методы 
реконструкции  интерфейсных  трещин,  трещиноподобных 
плоскостных дефектов в упругих  телах. 

6   Построен  метод   идентификации  плоских   трещин  с  учетом 
взаимодействия  берегов;  получены  система  трансцендентных 
уравнений  относительно   параметров  плоскости,  содержащей 
трещины и явные формулы д ля ее  внутренних точек. 

7.  Решены  две   коэффициентные  обратные  задачи  теории 
электроупругости  о   нахождении  закона  поляризации  стержневых 
чьезопреобразователей по  АЧХ  тока  в цепи пьезоэлемента. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Апробация  работы.  Результаты  диссертации  докладывались  на  
международных  конференциях:  "Современные  проблемы  механики 
сплошной сред ы" (г.Ростов­ на­ Дону,  1995, 1997­ 2002г.),  "Матемагические  
модели  физических   процессов  и  их   свойства"  (Таганрог,  1997), 
"Компьютерная  алгебра   в  фундаментальных  и  прикладных  исследованиях  
и  образовании"  (Минск,  1997),  ."Математическое   моделирование   и 
компьютерные технологии" (Кисловод ск,  1998, 2000, 2004), "Математика  в 
инд устрии"  (Таганрог,  1998),  "Фунд аментальные  проблемы 
пьезоэлектрического   приборостроения"  (Азов,  1998,  1999,  Тверь,  2002, 
Москва   2003),  "Устойчивость,  управление   и  динамика  твердого   тела", 
(Украина,  Донецк,  1999),  "Environm ental  Mathematical  Modeling   and  
Numerical  Analys is "  (Rostov­ on­ Don,  1999),  "VI  Международная  научно­
техническая  конференция  по   динамике   технологических   систем"  (Ростов 
н/ Д.  2001),  "Математическое   моделирование   и  вычислительный 
эксперимент  в  механике   и  ф изике"  (Ростов­ наДону,  2001), 
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"Математические   методы в технике  и технологиях­ 16", (Ростов  н/ Д. 2003), 
"Микромеханизмы  пластичности, разрушения и  сопутствующих  явлений" 
(MPFP)  на   базе   4 )  Межд ународ ного   семинара   "Актуальные  проблемы 
прочности"  (Тамбов,  2003),  XXXI­ ХХХШ  Summer  School­ Conference  
"Advanced  Problems  in  Mechan ics" (St.Petersburg  (Rep ino ), 2003, 2004, 2005), 
"III  Всероссийская  конференция  по   теории  упругости  с  межд ународ ным 
участием"  (Ростов­ на­ Дону,  2003),  на   II  Белорусском  конгрессе   по  
теоретической  и прикладной  механике   "Механика­ 99"  (г. Минск  1999), на  
VIII  Всероссийской  школе­ семинаре   "Современные  проблемы 
математического   мод елирования"  (Ростов­ н/ Д,  1999),  на   Восьмом 
всероссийском  съезде   по   теоретической  и  прикладной  механике   (Пермь, 
2001),  на   Т  и  III  Школах­ семинарах   "Математическое   моделирование, 
вычислительная  механика  и  геофизика"  (Ростов­ на­ Дону,  2002,  2004), 
"International  congress   on   mathematical  m odeling"  (Dubna  2002), 
Международном  Конгрессе   "Механика  и  трибология  транспортных 
систем­ 2003"  (Ростов­ на­ Дону,  2003),  Всероссийской  научной 
конференции  по   волновой  динамике   машин  и  конструкций  посвященная 
памяти  профессора   А.Н.  Веагицкого   (Нижний  Новгород ,  2004),  XIV 

1   Международной  научной  школе   им. ­  Акад емика  С.А.  Христиановича 
"Деформирование   и разрушение  материалов с  дефектами и  д инамические  
явления  в  горных  породах   и  выработках"  (Украина,  Алушта ,  2004),  XXI 
In t .  Congr.  Theor.  And   Ap p l.  Mechanics   (Wars aw,  Po land ,  2004), 
Всероссийской  научно­ технической  конференции  "Параллельные 
вычисления  в  задачах   математической  ф изики"  (Ростов­ на­ Дону,  2004), 
XV  Всероссийской  конференции  "Теоретические   основы  и 
конструирование   численных  алгоритмов  д ля  решения  зад ач 
математической  физики с  приложением к  многопроцессорным системам", 
посвященная памяти К.И.  Бабенко   (Дюрсо , 2004), II  и  III  Межд ународ ной 
научно­ практической  конференции  "Актуальные  проблемы  механики 

i  деформируемого   твердого   тела"  (Украина,  Донецк,  2003,  2005),  V 
Российской  конференции «Смешанные  задачи механики  деформируемого  
тела» (Саратов, 2005). 

В  полном объеме  результаты диссертационной работы обсужд ались  и 
'  были  поддержаны  на   межкафедральном  научном  семинаре   при 

диссертационном  совете   Д212.058.03   в  Донском  государственном 
техническом  университете,  на   научных  семинарах   кафедр  
математического   моделирования и кафедры теории упругости Ростовского  
государственного  университета. 

Публикац ии .  По  теме   диссертации  опубликовано   82   работы,  17  из 
них   в  изданиях,  рекомендованных  ВАК  Министерства   образования  и 
науки РФ  д ля опубликования результатов докторских  диссертаций (список 
основных  публикаций  приводится  в  конце   автореферата).  Часть 
приведенных в этом списке  работ выполнена в соавторстве  с коллегами. 
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В  работах   [3 ],  [15 ], посвященных  разработке   ГИУ  для  анизотропных 
упругих,  электроупругих   и  составных  тел, Ватульяну  А.О.  принадлежит 
общая идеология получения систем ГИУ,  диссертанту  принадлежат  вывод  
различных  вариантов  систем  ГИУ,  составление   программ  и  проведение  
расчетов  при  решении  конкретных  краевых  зад ач,  Ковалеву  О.В. 
принадлежит  разработка   граничноэлементной  реализации  на   основе  
аппроксимаций высокого  порядка. 

В  работах   [7 ],  [8 ],  [1 1 ], посвященных  решению  обратных  граничных 
задач  динамической  анизотропной  теории  упругости,  Воровичу  И.И. 
принадлежит  общая  постановка   задач  об  идентификации  нагрузок, 
Ватульяну  А.О. принадлежит  сведение  исходной задачи к задаче  Ко ши для 
эллиптического   оператора   и  доказательство   теоремы  единственности, 
диссертанту принадлежат формулировка  систем ГИУ  и их  исследование  на  
основе   сочетания  граничноэлементных,  конечноэлементных 
аппроксимаций и метода  регуляризации А.Н.Тихонова, а  также проведение  
численных экспериментов. 

В  работах   [23 ],  [2 7 ],  посвященных  решению  обратных  задач 
реконструкции интерфейсных дефектов в упругих  и электроупругих  телах, 
Ватульяну  А.О.  принадлежит  общая  постановка   задач  и  обсуждение  
результатов,  диссертанту  принадлежат  разработка   методов  выявления 
интерфейсных дефектов и их  численная реализация на  основе  ГИУ  и МКЭ. 

В  работах   [19 ], [2 1 ], [2 2 ], [26 ], [29 ], [30 ], [32 ], посвященных  решению 
обратных  задач  реконструкции  трещияоподобных  дефектов  в  упругих   и 
теплопроводных  телах,  Ватульяну  А.О.  принадлежит  построение  
разрешающих  уравнений  по   определению  параметров  прямолинейных 
трещин  на   основе   идей  неклассических   ГИУ,  диссертанту  принадлежат 
введение   функционала   невзаимности,  введение   пробных  решений  и 
построение   на   их   основе   разрешающих  уравнений  относительно  
параметров прямолинейных  трещин без учета   взаимодействия берегов и с 
его   учетом,  а   также  проведенный  численный  анализ  по   определению 
параметров трещин. 

В  работах   [1 ,2 ],  посвященных  определению  законов  неоднородной 
поляризации  стержневых  пьезоэлементов,  Ватульяну  А.О.  принадлежит 
формулировка   разрешающих  интегральных  уравнений  и  доказательство  
теоремы единственности, диссертанту  принадлежит разработка  численных 
схем  решения  нелинейных  интегральных  уравнений  и  их   численная 
реализация,  выбор   оптимальных  частотных  диапазонов,  численное  
решение  конкретных зад ач. 

Работы [4]­  [6 ], [9 ], [1 0 ], [13 ], [14 ], [17 ], [20 ], [24 ], [28 ], [31] посвящены 
проблемам,  связанным  с  разработкой  КЭ  комплекса   ACELAN,  в  них  
диссертанту  принадлежит  разработка   и  программная  реализация 
"решателей"  комплекса,  обсужд ение   принципов  разработки  оболочки, 
визуализации результатов и интерфейса  между "решателями" и оболочкой, 
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р уко во д ство   пр о гр а ммно й  р еализац ией  все го   ко мпле кса ,  а   та кже 

пр овед енные  р а сче ты  в  A C E LA N  д л я  ко н кр е тн ых  за д а ч  ста тиче ско го , 

га р мо ниче ско го ,  мо д ально го   и  не стац ионар но го   анализа   со ста вных 

упр угих ,  эл е ктр о уп р уги х   ко нстр укц ий ,  в  то м  чи сл е ,  н а гр уже н н ых  на  

а кустиче ские   ср е д ы;  р а зр або тка   а лго р итмо в  р а спр е д е ле нных  вычи сл е н и й , 

их   пр о гр а ммна я  р е ализац ия  и  пр овед ение   р а сче то в  в  зад ачах   об 

уста н о ви вши х ся  ко ле ба ниях ,  в  ча стно сти ,  по стр о е ния  А Ч Х  в  зад аче   о  

ко ле бании  мно го сло йно го   контейнер а   пр и  н а р уше нии  е го   сп л о шн о сти . 

Ст р ук т ур а   и  о б ъе м  р а б о т ы .  Диссе р та ц ио нна я  p a 6 o ia   со сто ит  из 

вве д е ния,  ше сти  гла в,  з а кл юче н и я,  списка   л и те р а тур ы  из  359  

наиме но ваний  и  пр ило же ния  о бщ и м  о бъе мо м  296   стр а ниц   м а ш и н о п и сн о ю 

текста . 

На  р а з л и чн ых  эта па х   р абота   по д д ер живалась  гр а нта ми  Р ФФИ ,  ко д ы 

пр оектов  97­ 01­ ООбЗЗа,  00­ 01­ 00545а,  02­ 01­ 01124а,  03­ 07­ 9041zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \ в ,  0 5 ­ 0 1 ­

00734а, 05­ 01­ 00690а. 

С О Д ЕР ЖА Н И Е  Р А Б О Т Ы 

Вве д е н и е .  Зд е сь  пр иво д ится  кр а ткий  обзор   л и те р а тур ы  по   н а учн о й 

те ма тике   д иссе р та ц ио нно й  р а бо ты,  и зла га ются  о сн о вн ые  р е з ул ьта ты 

р а бо ты,  ко то р ые  вын о сятся  на   з а щ иту,  а   та кже  пр иво д ится  р а зд еление  

р е зульта то в,  пр ина д ле жа щ их  а вто р у  д иссе р та ц ио нно й  р а б о ты  и  д р уги м 

со авто р ам в со вм е стн ых  публика ц иях . 

Осн о вн ым и  н а учн ым и  на пр а вле ниями  д иссе р та ц ио нно й  р а б о ты 

явл яются  р а зр або тка   ме то д о в  р е ше ния  пр ямых  за д а ч  те о р ии  уп р уг о сти  и 

эле ктр о упр уго сти  д л я  те л  ко н е чн ых  р а змер ов  ­   н е кла ссиче ские   ГИ У  и 

р еализац ия  М К Э  в  ко мпле ксе   A C ELA N ;  р а зр а бо тка   ме то д о в  р е ше н и я 

о бр а тных  гр а ничных  за д а ч  те о р ии  упр уго сти  и  о бр а тных  ге о ме тр иче ских  

зад ач  п о   р е ко н стр укц и и  тр е щ ино по д о бных  д е ф е кто в  в  уп р уг и х   и 

эле ктр о упр угих   те ла х   на   о сно ве   не кла ссиче ских   ГИ У,  М К Э  и  их  

со че та ния,  а   т а кже  р е ше ние   о бр а тных  ко эф ф иц ие нтных  зад ач 

эле ктр о упр уго сти  по   о пр е д е ле нию  за ко но в  по ляр иза ц ии  сте р жн е вых 

пье зо эле ме нто в.  Зн а чи те л ьн ый  вклад   в  р а ссм а тр ива е м ую  те м а ти ку  вне се н 

ве д ущ ими  р о сси й ски м и  и  з а р убе жн ым и  иссле д о ва те лями  ­

Б.Л.  Аб р а м ян о м ,  O .K.  Акс е н тян , В. М.  Ал е кса н д р о вым ,  А. Е.  Ан д р е й ки вым , 

В.А.  Ба б е шко ,  А. В.  Бе л о ко н е м ,  Ю. И .  Бо б р о ви ц ки м ,  Н. В.  Бо е вым , 

В. Г.  Бо р и ско вски м ,  А. О . Ва тул ьян о м ,  Л . П . Во в к о м ,  И. И.  Во р о ви че м , 

И.П. Ге тм а н о м ,  Е. В.  Гл уш к о в ы м ,  Н. В.  Гл уш к о в о й ,  В. Т.  Гр и н че н ко , 

Р.В.  Го л ьд ште й н о м ,  A . M. Де н и со вым ,  В. В.  Зо з ул е й ,  А. А.  Ер о ф е е вым , 

С.А.  Ер о ф е е вым ,  Р. ­ Й.Ю.  Ка жи с о м ,  В. В.  Ка л и н чуко м ,  С.А.  Ка л о е р о вым , 

Г. С . Ки т о м ,  В. А. Ко з л о в ы м ,  А. С. Ко с м о д а м и а н с ки м ,  Ю. А. Кр а м а р о в ы м , 

Б.А.  Куд р явц е вым ,  В.Д .  Куп р а д з с ,  А. А.  Ля п и н ы м ,  В. Г.  Ма з ье й , 

Л . Ю.  Ма же й ко й ,  А. В. Ма н жи р о вым ,  В. В.  Ме л е ш ко ,  Н . Ф.  Мо р о з о вым , 

А. В. На се д ки н ым ,  В. З .  Па р то н о м ,  А. К.  Пр е й ссо м ,  О.Д .  Пр ях и н о й , 

Н.Н.  Ро г а че во й ,  В. Г.  Ро м а н о вым ,  М. Г.  Се л е з н е вым ,  В. М.  Се й м о вым , 
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А.С. Скалиухом,  Б.И. Сметаниным,  Б.В.  Соболем,  В.И. Сторожевым, 
М.А.  Сумбатяном,  А.Н. Тихоновым,  А  Ф. Улитко ,  Ю.А.  Устиновым, 
А.В. Фоминым,  М.И. Чебаковым,  Г.П. Черепановым,  Г.А.  Шинкаренко, 
Е.И. Шиф риным, Н.А  Шульгой, И.Ю. Цвелод убом, В.Г.  Яхно , К.  Бреббиа, 
A. Джорд жем,  Д. Колтоном,  Р. Крессом,  Дж. Лю,  У. Мезоном, 
B.  Новацким,  М. Секуловичем,  А.В. Abda,  J. D  Achenbach,  H. Andra, 
S. Andrieux,  T. Bannour,  M. Bonnet,  H.D.Bu i,  A.H.­ D. Cheng ,  D.T.Cheng , 
M. Elle r,  R. Gallego,  M. Ikehata,  M. Jaoua,  H.H.Hilt o n ,  R.Ho lland , 
S.E.S Karlson ,  K.  Kobayash i,  S. Kubo ,  D. Lesn ic,  S.F. Lin g ,  J .  Mackerle , 
L.  Marin ,  R.D. Mind lin ,  G. Rus ,  E.  Schnack,  M. Tanaka,  H.F. Tiersten, 
J. R. Vinson , W.  We ik l, S. Yi , M. Yin g  и д ругими авторами. 

Гл а ва   I. Привод ятся постановки основных  прямых динамических  краевых 
задач  линейной  теории  упругости  и  линейной  теории  электроупругости 
для тел конечных размеров. 

В  настоящей  главе   д ля решения краевых  зад ач  теории упругости и 
электроупругости  в  случае   установившихся  колебаний  предлагается 
альтернативный метод  ГИУ  первого  рода  с глад кими яд рами. Этот подход, 
основанный на  предложенном В.А.  Бабешко  (Доклад ы АН  1985.  Т.  284  № 
1) в изотропной  теории  упругости  способе   формулировке   систем ГИУ и 
далее   обобщенный  на   анизотропный  случай  А.О.  Ватульяном  (Доклад ы 
РАН.  1993.  Т.  333.  № 3 ),  базируется  не  на  фундаментальных  и 
сингулярных  решениях,  а  на   анализе   характеристического   многочлена 
оператора   электроупругости.  Произведен  д етальный  анализ 
характеристического   многочлена  и  на  его  основе   сформулирован 
комплексный вариант системы ГИУ  первого  рода. 

ПустьzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V с  R",  п  =  2,3   ­   ограниченная од носвязная область, звездная 
относительно   некоторого  шара, с кусочно­ гладкой  границей S. В области 
V  рассматривается  краевая  задача   д ля  эллиптического   оператора  с 
постоянными коэффициентами: 

LyUj  ={aq >m ld m d l+k 2 'k qb q l)u 1   =  О,  (1 .1 ) 

q ,j  =  \ ,...,N,  m ,l  =  ],...,»,  aq / m l,k ,XqsR  S =  SuuS, 

S  =  SuvSt,  и ц   | s>  =  « ; , * , =   Мщи )  \ Si =  a^ n fi^ j  \ Si =  p °q  (1 .2 ) 

n l  ­   компоненты вектора  внешней единичной нормали к поверхности S. 

К  краевой  задаче   (1.1)­ (1.2)  применяется  преобразование   Фур ье с 
параметром а  и находятся Uj(<x )  ­  образы Фур ье  неизвестных  и ; 

Uj{a)Ĵ k^ k \   к (« , *, =   \ [am m l{n m d ,­ io~m ^ M)\ e^ d Sx  

где   р   (а,к),  р 0(а,к)  ­  алгебраические   дополнения  и   детерминант 

(характеристический  многочлен)  матрицы  А  =  ((А  )) 
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кусочно­ постоянной и кусочно­ линейной)  границы области и неизвестных 
ф ункций.  Численные  эксперименты  показали,  что   наиболее  
рациональными  являются  линейные  элементы  с  кусочно­ постоянной  или 
кусочно­ линейной  аппроксимацией  неизвестных.  Однако   при  решении 
задач  с  "собственно"  смешанными  граничными  условиями  (например,  в 
электроупругости,  когда   одна  из  плоских   граней  частично  
электродирована),  более   эффективно   использование   структурных 
аппроксимаций  неизвестных,  учитывающих  их   асимптотическое  
поведение   в  окрестности  особых  точек  границы.  Ва жным  моментом  в 
численной  реализации  метода   является  выбор   точек  коллокации  Р  . 

Оказалось, что  рационально  располагать  их  вzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  R"~   , а  выбор  этих  точек на  
некоторых  замкнутых  многообразиях   приводит  к  варианту  этого   метода, 
предложенного   А.О.  Ватульяном  для  анизотропной  теории  упругости 
(ссылку  см. выше ). 

Так  на   рис.  1.1   представлены  результаты  нахождения  безразмерных 
граничных значений напряжений в антиплоской задаче  изотропной теории 
упругости  в  секторе   кольца  (рис.  1.1а   ­  область  ABCD,  торцы AD  и   ВС 

закреплены,  на   д угах   АВ  и   ВС  задано   перемещение,  изменяющееся  по  
синусоидальному  закону  с  единичной  амплитуд ой,  безразмерная  частота  
колебаний равна 9 ). На рис. 1.16   изображено решение  на  границе  АВ,  рис. 
1.1  в  ­  на   CD,  рис.  1.1  г  ­  на  DA.  Пр и этом сплошная  кривая  соответствует 
точному решению, кривая с темными кружочками ­  решению, найденному 
численно   на   основе   неклассического   варианта   МГЭ  и  метода  
регуляризации  А.Н.Тихонова   (линейные  граничные  элементы  с  кусочно­
постоянной  аппроксимацией,  на   АВ  ­­   16   элементов,  на   остальных 
границах   по   10,  параметр   регуляризации  б0 .2 х1 0 ­   ,  \ \ i  и   г   ­  полярные 
координаты с полюсом в точке  (1 ;1 )). 

i*  о zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA п е  
0   1   х   2   0   Ч>   1­6   0   V  1*6   0.5   г   1  

Рис.  1.1а.  Рис.  1.16.  Рис.  1.1в.  Рис.  1.1г. 

На  рис.  1.2   представлены  результаты  решения  (в  безразмерном виде) 
задачи  для  квадрата   из  пьезокерамики  PZT­ 4   {(x , , x 3 )  e   [0 ,1 ]х [0 ,1 ]}  на  
боковых  сторонах,  которого   заданы  условия  гладкого   контакта,  а  
колебания  возбужд аются  разностью  потенциалов  на   электродах, 
расположенных на  верхней и нижней сторонах. На рис.  1.2а.  представлены 
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комплексные многообразия  ос3  корней характеристического  уравнения д ля 

действительных  значений  а , .  На  рис.  1.26   ­   графики  смещений  и 

нормальной  компоненты  вектора   электрической  инд укции  на   стороне  

х 3   =  0 ,  кривая с номером  1  соответствует  и,(д :,,0 ),  кривая 2  ­  и3(д ­ | ,0) и 

кривая 3  ­ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £>3  (*! ,0 )  На рис. 1.2в д ля стороны  х (  =  1  изображены графики 

смещения  и3(1 ,л:3)  ­   кривая  1 ,  нормального   напряжения  стп(1 ,х 3)  ­

кривая 2  и электрического  потенциала   ф (1 ,;с3)  ­   кривая 3, причем, на  этих  

рисунках   сплошными  линиями  отмечены  точные  решения;  темными 

кружочками  и  прерывистыми  линиями  решение   при  10   граничных 

элементах   на   кажд ой  стороне.  Также  отмечается  хорошее   совпадение  

результатов  численных  расчетов  ряда   задач  с  аналогичными  расчетами, 

проведенными по  МКЭ  в naKeic ACELAN. 

Рис.  1.2а.  Рис. 1.26.  Рис.  1.2в. 
Метод   ГИУ  первого   рода   распространен  на   кусочно­ однородные 

анизотропные  упругие   тела.  Рассмотрены  различные  способы  стыковки 
однородных  составляющих  (идеальный  контакт,  сцепление   с 
расслоением).  В  этом  случае   неизвестными  в  системах   ГИ У  являются 
компоненты  НДС  как  на   внешней  границе   тела,  так  и  на   внутренних 
границах.  Рассмотрен  пример   численной  реализации  для  составного  
анизотропного  прямоугольника в случае  идеального  контакта. 

Как  отмечалось  выше ,  что   для  решения  задач  с  собственно  
смешанными граничными условиями необходимо построение  структурных 
граничных  элементов,  учитывающих  поведение   решения  в  окрестности 
нерегулярной границы. С  этой целью  здесь же   строится  асимптотическое  
решение   плоской  задачи  теории  электроупругости  в  окрестности 
нерегулярной  точки  границы  (угловая  точка   и  точка   смены  типа 
граничных  условий).  Рассматривается  численный  пример   определения 
показателя степени в асимптотическом решении д ля трех  типов граничных 
условий,  наиболее   часто   встречающихся  на   практике.  Так,  если  начало  
координатzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ох ^ Х}  выбрано   в  угловой  точке ,  а   смещения 
H , (X, , XJ) ,  u 3(x l,x 3)  и электрический потенциал ф ^ , ^ )  искать в виде  

м,(х ,,х 3) =  4 х 1  + v * 3 ) \   щ (х ],х 3)  =  В(х 1   + v x 3 ) \  
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фСх„х3) =  С(х , + у^ )х  (1.5) 
то   д ля  А.  получено   трансцендентное   уравнение.  В  работе   исследовано  
поведение  наименьшей действительной положительной части его  корней в 
зависимости  отzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  а  ( 2 а   ­  угол раствора   области)  д ля разных  комбинаций 
граничных условий. 

Глава  I I  посвящена  разработке  некоторых  алгоритмов  в  технологии 
построения конечно­ элементных объектов и их  программной реализации в 
специализированном  КЭ  комплексе   ACELAN,  который  в  течение  
последних  лет  разрабатывается  коллективом  кафедры  математического  
моделирования РГУ  под  руководством А.В  Белоконя. Комплекс  ACELAN 
предназначен д ля расчета   пьезоэлектрических   устройств, нагруженных на  
акустические   среды.  Математической  моделью  работы  таких   устройств 
являются  динамические   задачи для составных  упругих, электроупругих   и 
акустических  сред . 

Постановки  краевых  задач  в  этой  главе   отличаются  от  постановок 
главы  I  добавлением  уравнений  д вижения  акустических   сред  
(относительно   д авленияzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  р   и  потенциала   скоростей   \ \ 1 ),  а   также  учетом 
демпфирования в электроупругих  средах  по  методике, разработанной­ А.В. 
Насед киным. 

В  настоящее   время  в  ACELAN  возможно  проведение   статического, 
гармонического   и  модального   анализа,  а   также  решение   задач 
нестационарного   анализа   для  составных  упругих   электроупругих   и 
акустических   тел  в  плоской  и  осесимметричной  постановке   и  некоторые 
виды анализа  д ля тел обобщенной цилиндрической ф ормы. 

Отмечается,  что   комплекс  ACELAN,  как  и  большинство   подобных 
программных  продуктов  имеет  три  основных  блока:  препроцессор, 
решатели  и  постпроцессор,  которые  встроены  в  управляющую  оболочку. 
Собственные  разработки  автора   диссертационной  работы  в  этой  работе  
заключаются  в  разработке   алгоритмов  и  программной  реализации 
"решателей"  (разработка   и программная реализация ­   формата   входных и 
выходных  данных решателей, алгоритма  машинного   представления  графа 
геометрической  модели  и  графа  узловых  неизвестных,  алгоритма 
перенумерации  узловых  неизвестных  на   основе   обратного   алгоритма 
Катхилла­ Макки,  алгоритмов  символической  сборки  матриц   жесткости, 
масс,  демпфирования  и  ансамблирований  этих   матриц,  программных 
алгоритмов учета  главных и естественных фаничньгх  условий, алгоритмов 
преобразования  разреженных  матриц   и  решение   разреженных  СЛАУ, 
программных  алгоритмов  решения  задач  на   собственные  значения, 
проф аммных  алгоритмов  решения  нестационарных  зад ач,  кластерных 
алгоритмов  решения  задач  об  установившихся  колебаниях)  Кроме  этою 
автором  работы  осуществляется  руководство   проф аммной  реализацией 
всего  комплекса   AC ELAN 
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Нсклассическая  краевая  задача   (3.1)­ (3  2 ) с помощью  метода   главы I 
сводится к системе  ГИУ  относительно   неизвестных  граничных  полей (в 
пространственном случаеzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  п  =  3, УУ =  3 , в плоском   п  — 2 , N — 2 ) 

\ Kf®,x )t]{x )d Sx   ­   \ Kf {̂ x )Uj(x )d Sx   =  ЯДР)  (3 .3 ) 
.%zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  S2 u S3 

j }eC"­ \   s =  1,2,...,2W 

где   ЯД Р ) =   \ Ky®,x )u j0(x )d Sx   ­  \ Kf   ®,x )t%(x )d Sx   , 

s,  5, 

ядра   АГ^ (Р,д с),  ЛГ̂ 2)(р ,л:)  такие   же ,  как и в  (1 .4 );  при  этом  следует 

положить  ац т1   = c lJm l,   к1  =  аз2 ,  Хд   =  Р­

Система  операторных  уравнений  (3 .3 ) представляет  собой уравнения 
Фредгольма  первого   рода  с  гладкими  яд рами,  как и  в  главе  I, 
соответствующий  оператор   является  вполне   непрерывным  и его  
обращение  требует регуляризации. 

Численная  реализация,  основанная  на   идеях  МГЭ и регуляризации 
А.Н.  Тихонова,  осуществлена  д ля  плоских   задач  анизотропной  теории 
упругости  д ля прямоугольных,  круговых  и  эллиптических   областей. 
Следует  отметить,  что   на   практике   измерить  смещение  на   границе  5 ; 
возможно  лишь  в  конечном  наборе   точек.  В  численных  экспериментах  
изучается  влияние  па  точность  восстановления  граничных  полей  и  их  
интегральных характеристик (главный вектор, главный момент) различных 
параметров, среди них: число  точек измерения, число ГЭ в аппроксимации 
решения,  случайная  погрешность  измерений,  относительные  размеры 
областей измерений и восстановления, расположение   области измерений, 
частота  колебаний и др. 

Так,  на   рис.3 .1 .  представлены  результаты  восстановления  полей 
смещений и напряжений на  одной стороне  орторопного  квадрата, решение  
в  котором  выбрано  в  виде   плоской  волны.  На  рис. 3.1а   представлены 
графики  функций  м,(х ,,0 ), м 3(х ,,0 )  на  границе   х 3 = 0   (кривые  I,  2 ), 
сплошные линии соответствуют точному решению, линии с темными и 

Рис. 3.1а   Рис. 3.16.  Рис. 3.2. 
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светлыми  точками  соответствуют  значениям,  восстановленным численно. 
На  рис.  3.16   представлены  аналогичные  зависимости  для 
сГ| 3(л­ ,,0), а33(д "1 ,0)  (кривые  1 ,  2 ). Расчеты  производились  при разбиении 
границы  на   20   элементов.  Результаты  расчетов  показывают  достаточную 
точность  (погрешность  менее   10%)  восстанавливаемых  полей  в 
рассмотренной задаче  в диапазоне  изменения безразмерной частоты от 0,1  
до   5.  На  рис  3.2   представлены  результаты  (аналогичные  рис.  3.1а) 
восстановления  полей смещений  в задаче  для эллиптической  области при 
отношении  полуосей  5:3,  при  этом  центральный  угол,  характеризующий 
границуzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S;, составляет  5 я / 8 . 

fl.j   |   .  .  «3  |  .  ,  , 

0 ,11  

оzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  I  1   I  о  I  ,  L 

в   if   N  м  о   X 

Рис. 3.3. 

Рис. 3.4. 
ч 

t   Рис  3.3   и  3.4   показывают  зависимости  погрешностей  восстановления 
смещений  и  напряжений  (кривые  1  и 2 )  в  зависимости  от числа   ГЭ  (рис. 
3  3  слева),  размера   восстанавливаемой  области  (центрального   угла)  (рис. 

1   3.3   справа),  числа   точек  измерения  (рис.  3.4   слева),  размера   области 
измерения (рис. 3.4   в центре), случайных ошибок (х 1 0 т )  входных данных 
(рис.  3.  справа).  Из  анализа   проведенных  численных  экспериментов 
следует,  что   смещения  восстанавливаются  несколько   точнее  напряжений, 
что  существует некоторый наиболее  рациональный размер  порядка  систем, 
что   в  рассматриваемой  задаче   восстановление   происходит  достаточно  
точно,  если  размер   области  измерений  в  три  раза   превышает  размер  
области  восстановления,  что   увеличение   числа   точек  измерений  лишь до  
определенного  предела  увеличивает точность восстановления. 
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Для изучения влияния диссипации на  процедуру восстановления были 
рассмотрены  неклассические   краевые  задачи  теории  вязкоупругости  в 
рамках  теории комплексных  модулей. В  проведенных  в такой  постановке  
расчетах   установлено,  что   интегральные  характеристики 
восстанавливаемых  нагрузок такие, как  главный вектор  и  главный момент 
восстанавливаются значительно   точнее, чем компоненты НДС. 

Здесь же  на  основе  описанного   в  главе   II  КЭ  комплекса   разработаны 
некоторые  КЭ  алгоритмы  решения  задач  восстановления  нагрузок  для 
составных  упругих   конструкций.  Эти  методы  опираются  на   решение  
некоторых вспомогательных  краевых зад ач, состоящих  из уравнений  (3 .1 ) 
и граничных условий 

задача  I.  и ,Ц  =  0 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t ,\ s^ 0 ,t ,  |^  =  ^ (3 )  (3 .4) 

зад ача II.  ?,| S] =  0 ,  t , \ s=0 ,t t  \ Si =  p ™  (3 .5 ) 

задача  III.  и ,\ ^  =  и л ,  t , | Sl =  0,/ , | ^  =  0   (3 .6 ) 

задача  IV.  t ,\ s=p %,  t ,   1^  =  д (0 2 \  t , | Sj =  0   (3 .7 ) 

Вспомогательные  задачи  являются  прямыми  краевыми  задачами  и 
допускают решение  при помощи МКЭ. При этом после  разбиения области 
на   конечные  элементы  возникает  естественное   разбиение   границы  S2   на  
некоторые  ГЭ,  на   которых  нагрузки  выбираются  в  виде   функций  форм 
f j(x )  или сосредоточенных сил в узлах  КЭ  сетки. 

/>.0) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  l £ , W >   (3­8) 

Выбор   нагрузки  в  форме  (3 .8)  приводит  к  серии  задач  типа  I  и  II  для 

каждой пары  i  ,j  (при этом   Рц   = 1 ,  если  /  =  /' ,j  ­   j  и  Л . = 0   д ля всех  
остальных  номеров). Однако  КЭ  модели  задач при этом  не  изменяется, а  
претерпевают  изменения  только   правые  части  СЛАУ,  что   не   приводит  к 
большим  затратам  машинного   времени.  Решение   исходной  задачи  (3.1)­
(3 .2) разыскивается в вид е; 

N N 

u  =  u i n   +  I C , u ]  или  u  =  u TV  +  XC , u f  (3 .9 ) 

Неизвестные постоянные   С  находятся из функциональных уравнений 

"tCw^ n^ ­ p M­ c^ n .^   и л и Е ^ С Х к ^ ­ и 1 ^   (ЗЛО) 
j= \  

при помощи метода  регуляризации А.Н. Тихонова. 
Численные  эксперименты  проведены  по   восстановлению  нормальной 

нагрузки на   стороне   ЛВ,  при  колебаниях   составной упругой  конструкции 
рис.  3  5   (белый  цвет  ­  железо,  серый  ­   алюминий),  распределенной  по  
линейному и ступенчатому  законам (рис. 3.6. ­  сплошная кривая). 
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На  следующем  шаге   проводятся  измерения  векторов  смещения  и 

напряжений на  границе   5"ю  и решается неклассическая краевая задача  для 

подобластей  телаzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V\   ­  так,  что   восстанавливаются  внутренние   волновые 

поля  смещений  и  напряжений  на   внутренних  поверхностях   вплоть  до  

граничной поверхности S% . Структура   этих   найденных  полей однозначно  

определяет геометрию области   S±   и харашер  дефекта. 

Предложенный  метод   проиллюстрирован  на   примере   реконструкции 
дефекта  в составном прямоугольнике. 

Рис. 4 .2 . 
На  рис.  4.2.  представлены  распределение   полей  смещений  и 

напряжений  ((а ),  (Ь),  (с),  (d )  ­   соответствуют  W[, «3 ,013 ,(733)  н а  

деформированном  виде  области (расчеты проведены в ACELAN).  На рис. 
4  3,  4.4.  представлены  восстановленные  поля  на   прямой,  параллельной 
линии дефекта  вблизи него  

■ \   /  

г 

1/ ^~ 

~̂~­~ 

X 

\ . 

1 

х­

\  
вяzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  J х 10  

Рис.4 .3  

При  этом  рис.  4.3   соответствует  неподвижному  жесткому  включению 

(слева   смещения:  Щ­ кривая 1 ,  щ  ­ кривая  2 ;  справа   напряжения:  Ст]з_ 

кривая  1 ,  Сзз ­ кривая 2 ), а  рис. 4.4. трещине. 

20 



i c i 3 i o  

12   Г 

I 
/  

\ г  

­V­
^ 

/   X ­ /  

~"~  i 

О  0,2  0,4  0,6  0 .»  IX 1 0  0  ОД  0,4  0,6  0,8  1  X  10" 

Рис.4 .4 . 
Во  втором подходе, в задаче  о  реконструкции трещин на  интерфейсной 

границе   5 3   (рис.4 .1) с помощью  принципа взаимности, применяемого  для 

составного   тела   без дефектов  и для тела   V\ , получены два   интегральных 

уравнения : первое  относительно  компонент скачка  вектора  смещений 

v  ,   Л  Г  X/   Пр и   X €  S +  

'  {  „0   п р и   x eS\ S+ 

где  %j  — Uj \ g   ~Uj  | s   на  границе  раздела. 

t f&QXtOd d S;  = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £,(£),zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  $  е  S,o   (4 .1 ) 

s 3  

где   u t,  х  е V\   и   и ,  ,  х   е   K2   решение   задач  д ля  составного   тела   с 

граничными условиями zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
, ( ♦* ) 4 %а= °> ГЧ= °ГЧк= 0  

' Г}  1.?,о  =   стГЧ^ ю   =  б*(*>  | Х  £,£  €  S10  

и условий непрерывности на  ST,  и )  \ s   =  и )  |  с  ,  t x   \ $   ­   t )  \ s   . 

(4.2) 

Второе   уравнение   составлено  относительно   t t  ­   вектора  напряжений 

на  границе  раздела  

ft(*,£ )*H №= *i(§ )  4 е 5, ю 
(4.3) 

где  и,  ,  х  е   F,,  решение  задачи о  гармонических   колебаниях   первого  тела  

с граничными условиями 

h   U­ 10  =  V / 1 5 , 0   =  И  (*,£ )>   *> £  6   ^10   (4  4 ) 
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а  также условиями отсутствия нагрузок наzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  S^   t t  \ s   =  0 . 

Операторы,  стоящие  в  правых  частях   уравнений  (4 .1 ),  (4 .3 ), 

выражаются  через  граничные  поля,  измеренные  на   5 1 0 ,  и  решения 

краевых  задач  для  тел  без  дефектов  с  краевыми  условиями  (4 .2 ),  (4 .3)  ­

соответственно.  В  частности,  вектор   напряжений  на   S^ Q  может  быть 

выбран в виде  

e;(x ,i )= ^ *s(x ­ y,  a  (*,§)= / »  SQC­ D  (4.5) 
Замечан и е  1   Уравнение   (4 .3 )  получено   при условии, что   тело   ^   может 

обладать  дополнительными  свойствами  связности  полей,  например,  быть 
электроупругим. 
Замечан и е   2 . Яд ра  уравнений (4 .1 ), (4 .3 ) могут быть построены численно, в 
частное! я ,  в  приведенном  ниже  примере   ядро   уравнения  (4 .3 )  построено  
МКЭ  в комплексе  ACELAN, описанном во  И главе. 

Рис.4 .5 .  .  Рис.4 .6 . 
Численная  реализация  метода   проиллюстрирована  на   реконструкции 

интерфейсных  трещин  на   основе   ГИУ  (4 .3 )  в  задаче   обнаружения 
нарушения сплошности соединения в полупассивном биморфе, состоящем 
из двух  прямоугольников (рис.4.5  ­  трещины KL  и   MN). 

На  рис.4.6   изображены  напряжения  а зз(*1 »0 )­ 1 0   ­  кривые  1 , 2   и 

СТ1з(*1 ,0 )'10~  кривые  3, 4 , причем кривые 2  и 4  представляют  конечно­
элементное  решение  прямой задачи в ACELAN, а  кривые   1 , 3  найдены из 
решения  обратной  задачи  при 40  точках   "измерения", расположенных  на  
стороне   ВС.  Ка к  видно   из  рисунка  4.6,  концы  трещин  легко  
идентифицируются  по   экстремальным  значениям  напряжений  решения 
обратной задачи. 

Гла ва   V.  Предложены  методы  идентификации  плоских   трещин  в 
анизотропной  упругой  теплопроводной  среде,  основанных  на  
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использовании  функционала   "невзаимности",  на   неклассическом  методе  
граничных  интегральных  уравнений  и   принципе   взаимности для 
неклассической  модели  трещин  со   взаимодействующими  берегами.  Для 
определения  характеристик  носителей  трещин  (плоскостей,  прямых) 
получены некоторые трансцендентные уравнения и явные формуы. 

Рассматриваются  установившиеся  колебания  (с  круговой  частотой  ю ) 
анизотропного   тела,  занимающего   конечную  односвязную  областьzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V с 
границей S,  причем  гело  ослаблено  системой трещин 

г  =  иу= 1 г р (Гр = г ;и г ; )  (5.1) 
которые  мод елируются  разрезами  (свободными  от  напряжений), 

расположенными в сечении Sc  области   V,  некоторой поверхностью  П . В 

качестве   меры  несогласованности  между  волновыми  полями  для  тела с 

трещинами и без них  введен в рассмотрение  линейный функционал 

F(u \ ®)  = lM'­ 4 'A,)d S  (5 .2) 
s  

* 
на  множестве   пробных  решений  и,­ ,  удовлетворяющих  уравнениям 

д вижения в области V без трещин. В (5 .2)  \ \ 1 п   ф,  и  ц/ г­ ,  ф,­  ­  компоненты 

вектора   смещений,  вектора   напряжений  исходной  краевой  задачи и 

пробного   решения  на   границе   S  соответственно.  Применение   теоремы 

взаимности  проводит к ГИУ  относительно   %г  =  и,  |  +  ­ и , ]  ­  скачков 

перемещений на  трещинах  

\ x ,q 'd S=F(u ',<o)  (5 .3) 

г+  

*  i  *  i 

где   q t  |   +  =  СТ;.И: L+   ­  компоненты  вектора   пробных  напряжений  на  

берегах   трещин.  В  случае   отсутствия  трещин  функционал  (5  2) 
тождественно   равен  нулю,  это   обстоятельство   служит  критерием их  
регистрации.  При  наличии  априорной  информации  о   плоскостном 
характере   трещин  (поверхность  П  ­  плоскость)  выбираются  пробные 
решения в виде  плоских  волн 

U*k   ­  Ак  е х р О 'а Хз )  (5 .4) 

где   Х^  ­  координата   новой  системы  координат,  в  которой  уравнение  

плоскости  П  имеет  вид   X^ =c=cons t .  Относительно   интегральных 

скачков  / ,  =  I  +   X,  d S  перемещений и  параметров  плоскости  ф, 8 , с  ­

углов  Эйлера,  расстояния  от  начала   координат  сформулирована  система 

шести трансцендентных  уравнений, из которой могут быть исключены  / ( 

В  изотропном  случае   получены  два  уравнения  для  углов,  после  
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нахождения  которых  расстояние   до   плоскости  находится  по   явным 
формулам. 

Проведены  численные  эксперименты  по   идентификации  трещин  в 

изотропном  и  анизотропном  квадратах   (на   рис.  5  1   представлено  

распределение   смещенийzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  щ ,^ ,  найденное   при решении  прямых  задач  в 

ACELAN) 

Рис.5 .1 . 

На   рис.5.2   представлены  зависимости  относительных  погрешностей 

восстановления  (в  процентах)  5 0 , 8 С  ­   угла   и  расстояния  (темные 

кружочки и светлые квадратики) соответственно, в задаче  о  реконструкции 

трещины в изотропном квадрате  (рис. 5.1  слева) в зависимости от  L  д лины 

трещины (слева) и случайных ошибок (х  Ю ­   ) входных данных (справа). 
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Рис.5 .2 . 

Колебания  упругого   тела   V  с  трещинами  Г  =  (J  „= ] Г_  приводит  его  

локальному  разогреву  в  области  трещины,  который  связан:  1)  с 
взаимодействием  берегов  трещины  (фрикционное   и  ударное  
взаимодействие);  2 )  с  диссипативными  потерями  в  окрестности  концов 
трещины  (концентрация  напряжений).  Пр и  длительном  воздействии 
(акустическом  с  частотой  (0 )  тепловой  режим  можно  считать 
стационарным  и в случае  относительно   небольших  трещин рассматривать 
сплошное   теплопроводное   тело   с  источниками  тепла,  распределенными  в 
окрестности трещины. В  этом случае  задача  реконструкции трещин может 
быть  сведена  к  определению  тепловых  источников  по   температурному 
портрету на  поверхности тела. 

kAy=­ W>  UJ  =  W,  x eV  (5 .5 ) 
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гдеzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  W  =  W{x )  ­   неизвестные  источники  тепла,  расположенные  на  
неизвестной  внутренней  поверхности  ГТ.  Постановка   обратной  задачи 
реконструкции  Г  предполагает  следующие  краевые  условия  на  
поверхности тела  S 

ф  =  *„е > уи ,  | s  =  ­ А ( в ­ © 0 ) | s ,  6 | 5 = vj/   (5 .6) 
* 

Ввод ится линейный функционал на  тепловом поле  0   для тела  V без 
внутренних тепловых источников 

F(e*yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  J ( £ y 0 ; \ i | /   ­ 0 *ф )< £   (5 .7) 
s  

который используется для регистрации трещин. 
Применение  принципа взаимности приводит к соотношению 

\ W (x ,&)e 'd S  = F(© *)  (5 .8 ) 
г* 

Ввод ится система пробных решений 

Е0   =  1>   Е,  =  X, , £ 2   =  Х2 ,  Е3   =  Х3 ,  (5 .9) 

~ *  ­ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 г * У У -  lr*  У2  77*  ­  1 г * У У -   J­ * У2  
—4   —  к­ 3 2 л]л   3   ' МЭ^ З  >  —'5  —  Л 3 3 Л 2 Л 3   ft23^ 3  

где   к  =  а  а  к  ,  Xt  =  а  х   ,  а  ­  компоненты  матрицы  перехода  к 

новой  системе   координат,  в  которой   Х^   — с  ­  уравнение   плоскости  П , 

содержащей  трещины. Такой  выбор   системы  пробных решений позволяет 

получить  систему  шести  трансцендентных  уравнений  относительно   шеста  

неизвестных  ф, 9 , с  и   / j .  / 2 , / 3  (Л ~   \ WXt  d S,  i =  1 ,2 ;  / 3  =   \ W d S,) 

г*  г* 

It=H,,i  =  1 ,2,3;  с/ 3  ­  Я 4   ,  **зс/ , ­  к'1 3с2Г3   =  Я 5   (5 .10) 

k 3 \ cl2   ­  к*2 3с21 3   ­  Я б  , где  Я , =  F(3 *_!) ,  /  =  1,2,...6  

Неизвестные   / ] ,  / 2 ,  / 3   входят в эту систему линейно, что  позволяет 

их   исключить  и  д ля  углов  ф   и  9   получить  систему  двух  

тригонометрических   уравнений 

Н4{к'3 3Н{­ к\ 3НА)  =  Н,Н3   (5.11) 

Н4(к3 3Н2   ­ &2 3 Я4 )  =   Я 6 Я 3 , 

при этом расстояние  с  вычисляется по  формуле  

c  = HJH3   (5 .12) 

В  случае  одиночной трещины независимо от нахождения параметров 

плоскости  можно  указать  координаты  (х 1 0 , х 2 0 , х 3 0 )  внугренней  точки 

трещины, которая соответствует «центру  тяжести» теплового  источника 

x l0   =  F(x „<o)/ (­ frd S)  ,  i =  l,2 ,3   (5.13) 





Проведена  серия  численных  экспериментов  для  различных  типов 
зависимости  /   = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f (y)  ­   экспоненциального,  степенного,  ступенчатого  
Результаты  расчетов  представлены  на   рис.  6.1­ 6.3.  Номером  1  на   этих  
рисунках   отмечены  точные  зависимости  входной  информации  (а )  и 
искомой  функции  (б),  номер   2   соответствует  нулевому  приближению, 
светлые кружочки  ­   численное  решение. 

Рис.  6 .1 .  Рис. 6.2.  Рис. 6.3. 

Во   второй  части  главы  при  продольной  поляризации  стержня  с 
электродами  на   торцах   находится  распределение   пьезомодуля 
d 3 3   ­  d 3 3  (х з)  •  Постановка  прямой задачи имеет вид  

?  a3 3=c"2(x 3)d 3 3­ p d 3 3(x 3)G,  а3з1х,,0./ = 0>   ^ U ^ 0   ^ 6­ 3) 

J  Ъз?  О  ^ 3 3 Э3 3  

В  случае   установившихся  колебаний  обратная  задача   сводится  к 
системе   нелинейных  ишегральных  уравнений,  относительно   искомого  
распределения  f (y)  и функции   Y(y,Q) 

Y(y,n )  =   \ K{yJ)№)­ (\ ­ k f\ t ))Y{t ,iWt,  )f(y)Y(y,Q)d y=F(i(n )  (6 .4) 
о   о  

уф,\ ],  П е [ В Д ] 

i де  функция  F0(Q)  выражается через АЧХ  тока. 

п  



Предложена  итерационная  схема  решения  системы  (6  4 ).  На  рис  6.4  
изображены  (жирные  линии)  для  экспоненциального   (справа)  и 
ступенчатого  закона распределения искомого  пьезомодуля (слева), а  линии 
с  номерами  1 ,2 ,  .  ­  представляют  численное   решение,  соответствующее 
1­ой, 2­ ой, ...  ­  итерациям. 

f(y) 
ал 

ол 

0 * 

0 1 

0 0 2  0 4 

\  

\ \  

\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ■  

4 Ы 
1 Q S ОМ  1 

Рис. 6.4. 

В  заключении  результаты  диссертации  представлены  в 
концентрированном виде. 

Д ЛЯ  п р ямых  д и н ами чески х   зад ач ан и зотр оп н ой  теор и и   уп р угости   и  

эл ектр оуп р угости   д л я  тел   кон ечн ых   р азмер ов  п ол учен ы  сл ед ующ и е 

р езул ьтаты. 

•   Для эллиптических   операторов разработан неклассический  метод   ГНУ 
первого   рода   с  гладкими  экспоненциальными  ядрами, не   требующий 
построения фундаментальных решений. 

•   Разработаны  методы  численного   решения  полученных  систем  ГИУ 
основанные на  идеях  МГЭ  и методе  регуляризации Л.Н.Тихонова. 

•   Разработанный метод  ГИУ  реализован д ля задач анизотропной теории 
упругости, электроупругости, составных упругих  тел и  осуществлена 
численная реализация предложенных подходов. 

•   В  рамках   создания  конечноэлементного   комплекса   AC ELAN 
разработаны  алгоритмы  построения  конечноэлементных  объектов  и 
осуществлена  их   программная  реализация  в  "решателях"  задач 
статического, i армонического, модального  и нестационарного  анализа  
для  составных  упругих,  электроупругих   и  акустических   тел. 
Проведены многочисленные расчеты в ACELAN, результаты которых 
сравнивались  с  расчетами  в  ANSYS,  МГИУ,  аналитическими 
решениями.  Разработаны  конечные  элементы  электроупругих  
пластин.  Разработаны  и  программно  реализованы  алгоритмы 
кластерных  вычислений  решения  задач  гармонического   анализа   в 
ACELAN. 
Разр аботан н ые  метод ы  р ешен и я  п р ямых   д и н ами чески х  зад ач 

ан и зотр оп н ой   теор и и   уп р угости   и   эл ектр оуп р угости   д л я тел  кон ечн ых  

р азмер ов  п р и мен ен ы к  р еги ен и ю  р яд а  обр атн ых   зад ач  Разр аботан ы 
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метод ы  р ешен и я  обр атн ых   гр ан и чн ых  зад ач, обр атн ых   зад ач теор и и  

тр ещ и н ,  коэффи ц и ен тн ых  обр атн ых  зад ач эл ектр оуп р угости . 

•   Метод  ГИУ  первого  рода  применен к решению обратных граничных 
задач  по   восстановлению  волновых  полей  на   части  границы  по  
известной  информации  о   поле   смещений  и  напряжений  на   другой 
части границы упругого  тела. 

•   Разработаны  конечноэлементные  методы  решения  обратных 
граничных задач по  восстановлению нагрузок на  части границы тела, 
недоступной для прямых измерений. 

•   Разработаны  методы  на   основе   ГИУ  и  МКЭ  реконструкции 
интерфейсных  трещин,  основанные  на   исследовании  внутренних 
полей смещений и напряжений в окрестности дефектов. 

•   На  основе   принципа  взаимности  разработаны  методы 
идентификации  трещиноподобных  дефектов  в  упругих   телах;  в 
случае   системы  плоских   трещин  сформулирована  система 
трансцендентных  уравнений  относительно   параметров  этой 
плоскости. 

•   Построена модель, учитывающая взаимодействие  берегов трещин на  
основе   локального   разогрева   и  разработан  метод   идентификации 
таких   трещин, в  случае   системы  плоских   трещин  получена  система 
трансцендентных  уравнений  относительно   параметров  плоскости  с 
трещинами  и  получены  явные  формулы  для  характеристики 
трещины в случае  изотропного  теплопроводного  тела. 

•   Решены две  важные с прикладной точки зрения задачи о  нахождении 
закона поляризации стержневых пьезопреобразователей по  АЧХ тока  
в цепи пьезоэлемента. 
ВzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  приложение  вынесены  некоторые  конечноэлементные  объекты 

прямоугольных  КЭ  с  12­ю  и  16­ю  степенями  свободы  для  двухслойных 
полу пассивных пьезоэлектрических  пластин, разработанных в главе  II. 

Пользуясь,  случаем,  автор   выражает  искреннюю  признательность  и 
благодарность  своим  научным  консультантам,  проф.  А В.  Белоконю  и 
проф. А.О. Ватульяну  за  постоянное  внимание  и помощь в работе. 

Так же  автор  считает  своим приятным долгом выразить благодарность 
за   успешное   сотрудничество   и  поддержку  всем  коллегам  по   разработке  
комплекса  ACELAN  и в особенности А.В. Насед кину, В. А. Еремееву, М.И. 
Карякину, Н.В.  Курбатовой, К.А.  Надолину, А.С. Скалиуху, О Н. Акопову, 
Р.В.  1   алкину, А А  Никитаеву, А Л. Петушкову. 
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